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CAPITULO 7

LA DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

7.1 FUNCIONES TRASCENDENTES

Las funciones trascendentes se caracterizan por tener lo que se llama argumento. Un argumento
es el nimero o letras que lo simbolizan que hacen que una funcidon adquiera un valor, es decir, que
se convierta en un numero. Sin ¢él, la funcidn es vacia, o sea, no tiene valor.

Por ejemplo, la funcidn sen (seno) es vacia, no tiene ningtin valor porque le falta el argumento,
le falta ese nimero que la transforme en una cantidad concreta. Si a la funcion anterior se le agrega
un numero cualquiera, por ejemplo el 26 para tener sen 26 entonces esto ya adquiere un valor, el
cual es sen26 =0.4383711. A este nimero 26 que hizo que sen adquiriera un valor se le llama

argumento .

Otro ejemplo: la funcion /og (logaritmo) es vacia, no tiene asociado ningtn valor, pero si se le
agrega 107 para tener /og 107 entonces asi ya adquiere el valor log107 = 2.029383 . En este caso

el 107 es el argumento de la funcion logaritmo.

De la misma forma, arc tan (arco tangente o tangente inversa) es vacia, no tiene asociado ningun
valor, pero si se le agrega el numero 1.23 para tener arc tan 1.23 ya adquiere el valor
arc tan1.23 =50.8886 . En este caso el nimero 1.23 es el argumento de la funcion arc tan.
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Las principales funciones trascendentes son:

a) trigonométricas;
b) trigonométricas inversas'y
c) logaritmicas y exponenciales.

No son todas, pero las que se van a estudiar en este curso seran €ésas. Dos caracteristicas intere-
santes en todas las formulas de derivacion de las funciones trascendentes son que el argumento esta
representado siempre por la letra © y la segunda es que todas las formulas terminan multiplicando

d
por la derivada del argumento, o sea por d—u .
X

7.2 FORMULAS PARA FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las formulas de derivacion de las seis funciones trigonométricas son:

9) iSenuzcosuiu
dx dx

(10) icosuz—senuiu
dx dx

(11) —tanuzseczuiu
dx dx

(12) —cotu:—csczuiu
dx dx

d

(13) —secu =tanusecu —u
dx dx
d

(14) ——cscu =—cotu cscu —u

dx dx
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Debe notarse que la derivada de una funcion trigonométrica es otra, u otras, funcion trigonométri-

ca con el mismo argumento. Esto es muy importante: el argumento nunca cambia. Ademas todas las
d

formulas terminan multiplicando por la derivada del argumento (d—uj
X

Ejemplo 1: Hallar la derivada de y = sen Sx

Solucion:  El argumento es 5x, o sea que u = 5x. Aplicando la féormula (9) se obtiene

ﬂ =cos S5x in
de “—— dx

—
——

—— d
cosu —u

dx

d_y =5cos 5x

dx

Notese que el argumento 5x no cambia de la funcion original al resultado de la derivada.

Ejemplo 2: Hallar la derivada de y= cos x”.
Solucién:  El argumento es x*, 0 sea que u = x°. Aplicando la férmula (10) se obtiene

d

—y =—Ssen X2 i.X'Z

dx —— dx
\_ﬂ/_/

N

——
——t—

—senu —u
dx

2
—=—-2xsenx
dx
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Ejemplo 3: Hallar la derivada de y = tan (x* - 3x + 5)

Solucion:  El argumento es (x” - 3x + 5), 0 sea que u = x” - 3x + 5. Aplicando la formula (11) se obtiene:

ﬂ:secz(x2—3x+5) i()c2—3x+5)

dx dx
T i
5 d
sec’u —u
dx
% = (2x - 3)sec2 (x2 —3x+ 5)

Ejemplo 4: Hallar la derivadade y =cot+ 7x

Solucién:  El argumento es +/ 7x ,0seaque u =+ 7x . Aplicando la formula (12):

Z:—y =—csc?~ Tx i\/ Tx

x dx

ﬂ =—csc*\ Tx —(7)6)1/2

dx ~——— dx
| R
——
— d
2
—CSCc u —u
dx

la derivada pendiente es de la forma u”, por lo que
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1
ﬂ:—cscz _1/2

X

1—1

dx

X

L FLW}

finalmente ordenando conforme a las reglas de escritura matematica

1
Ejemplo 5: Hallar la derivada de y = sec [—4j
X

1

1
Solucion:  El argumento es —, 0 sea que © =—_. Aplicando la férmula (13):
X X

dy 1 (1]61(1]
——=tan| —- |sec| — |—| —
dx X X dx \ x

dy 1 1 d ; _,
d——tan — SQC(TJE(X )
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Ejemplo 6: Hallar la derivadade y = csc[

Soluciéon:  El argumento es

4 6.x5
d—yz—cot
dx
ﬂ=—cot
dx

-1

3
\ 6x —1
, oseaque u= . Aplicando la formula (14):
A 6x —1

3 cse 3 d 3
Jox’ -1 Jox' =1 ) dx | Yex' -1

. csc . d 3(6x5 — 1)_1/4}
J6x’ -1 Jox’ -1 Jdx L

La derivada pendiente es de la forma «", por lo que

ordenando conforme a las reglas de escritura matematica

CSC[
CSC[

3

\4/ 6x° —1

3

M— %(6& -1y

-3(30x*)

‘{/6x5—l

|

a(6x*-1)""

s/4 d

Ejemplo 7: Hallar la derivada de y = sen (4)(2 —4x+ 7)5

Solucién:  El argumento es (4x” - 4x + 7)° , por lo que u = (4x” - 4x + 7). Empleando la formula (9):
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%:cos(%c2 — 4x+ 7)5%(4)(2 — 4x+ 7)5

la derivada pendiente es de la forma ", por lo que

ﬂzcos(4x2—4x+7) 4x’ —4x+7 L4 4x —4x+7)
dx

——
-~ d
u —Uu
dx

% = cos(4x* —4x+7) [5(4x2 —4x+7) (8x- 4)}

y ordenando conforme a las reglas de escritura matematica:

% = 5(4x2 —4x + 7)4 (8x - 4)005(4)62 —4x + 7)5

EJEMPLOS CON POTENCIAS

Ejemplo 8: Hallar la derivada de y = cos” 5x

., ., 4 . 4 .
Solucion:  Como la funcion y =cos” 5x eslo mismo que y = (cos Sx) , tiene la forma de ", en donde

u = cos 5x 'y n=4. Entonces aplicando la formula (6) correspondiente a " se obtiene:

dy 2d
—=4 (cos 5x) ——cos 5x
dx WH—JT dx
(AR —
——
n—1
——
~— d
n u —u
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la derivada pendiente es de la forma cos u:

ﬂ = 4(cos SJC)3 —sen 5x i Sx
dx — dx
/[\
_— ——
— Ssenu d
—U
dx

dy
E =4 cos’ Sx[— sen SX(S)J

y ordenando se llega a

Ay
dx

=—20cos’ 5x sen 5x

Ejemplo 9: Hallar la derivada de y =7x" tan (5x2 — 7)

Solucién:  La funcion tiene la forma del producto v, endonde u = 7x y v = tan (5)(2 - 7) . Entonces

aplicando la férmula (7) del producto uv :

ﬂ:7x3 Ltan(sz —7) + tan(5x2 —7)i7x3
dx T dx -~ Jdx

I
—~ d ~= d

u —v \% —u
dx dx

la primera derivada pendiente es de la forma an u, en donde u = 5x” - 7:

ﬂ=7x3 sec’ (5)62 —7)i(5x2 —7) + tan(5x2 —7)[21)62]

dx -~ Zdx
\_ﬂ__/
——
5 d
2
sec u —Uu
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Z—y =7x° <se02 (5)(2 — 7)[10x]> + tan (5)(2 - 7)[21x2]
x

Notese que los factores [ 10x ] y [21x2] se escribieron con un paréntesis de diferente forma

al del argumento de la secante y tangente para evitar confusiones y dejar claro que no pertenecen
al argumento. Entonces, ordenando conforme a las reglas de escritura matematica:

(Sx - 7) + 21x° tan(Sx2 - 7)

4
. . sen Sx
Ejemplo 10:  Derivar y =——
sec x”
., ., . . 4 2
Solucion: La funcion tiene la forma de un cociente, en donde u = sen"5x y v = sec x”, por lo que

la férmula que debe emplearse es:

d d
% —u - u —v
— ——t dx
’ ©d
d secx’ —sen “Sx — sen'5x —secx’
Y _ dx dx
2
dx (sec xz)
%/_/
——
vZ

. . L d . .
La primera derivada indicada es d—sen45x , la cual se deriva con la formula de la potencia
X

u" (ver ejemplo 8), ya que sen*5x = (sen 5x)*; y por el hecho de cambiar de formula adquieren
nuevas asignaciones las variables # y n, siendo ahora u = sen 5x y n =4, mientras que la

. : d >
segunda derivada pendiente es d—secx“ , en donde el argumento es x” .
X

Realizando las derivadas indicadas:
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d
n u n—1—u tanv secvy —V
— =~ — dx —— —— dx
& —_— —_—
X —_——f —
—_— N — ———
3 4 2 2 2
secx”| 4 (sen 5x) ——senSx | — sen Sx| tanx" secx” —x
x x
dy
B 2.2
dx sec” x
como ——Senu =cosu—u :
dx dx

secx” (4 sen’5x cos Sx i ij —sen*5x (tan x* sec x* [2x])
dy dx

2.2
dx sec” x

finalmente, multiplicando y ordenando conforme a las reglas de escritura se llega a

2 3 4 2 2
dy  20secx” sen”5x cos5x —2xsen Sxtanx” secx

2 .2
dx sec” x

Ejemplo 11:  Derivar y=tan sen 4x

Solucion: En este caso debe distinguirse en primer lugar que el argumento de la funcién trigonométrica
tangente es a su vez la funcion trigonométrica seno; y que el argumento de este seno es 4x.
Significa que la funcion a derivar tiene la forma de 7an u, en donde © = sen 4x. Utilizando
entonces la formula de derivacion de la tangente se obtiene que

d

2

—yzsec sen 4x — sen 4x
x ——— dx
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ﬂ = sec” sen 4x | cos 4x i 4x
dx —— dx
—
——
—_—— d
cosu —u
dx
d_y =4 sec’ sendxcos 4x
dx

como cos4x no es argumento de la secante, para evitar confusiones debe escribirse dicho

coseno por delante:

[ 4

2
& dcosdxsec” sen 4x

dx
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EJERCICIO 7.1

Hallar la derivada de las siguientes funciones trigonométricas:
1) y =sen 8x 2) y=cos(2—6x)

3)  y=tan (x2 — x) 4 y= cot(x2 + 6x)4

1
5) y =sec 3x° 6) y=csc (—7j
X

2 3
7 =sen 8 =cos
b (J? j b (2x8j
9) y=tan {/(4x-5) 10)  y=cot ;7
\/(3x—5)
11) y:sec(x+£j 12) y=csc(x3 -x° +x—6)
X
13)  y=sen*2x 14)  y=cos’ 6x

15)  y=tan’x’ 16) y=+/secTx
17)  y=, csc(x2 —5) 18)  y=1 sen(x2 —x)
{ cot (8 -3x)

20)  y=3/cot(8—3x

19) y=——
\ cos 6x*



